Chapitre 3 : Nombres complexes - Calewdy dony C:
2.1. lnaerse duwn nombre complexe :

|- Ecritwre olgéibrigue et evusemble des wnombres

( C: Tout nombre complexe non nul admet un inverse :
Thiéovréme (admis) : 1: 1 :a—ib
: — z a+ib a?+b?
Il existe un ensemble C contenant R, et vérifiant : _ _ o _
e C est muni d’une addition et d’une multiplication qui Cette opération fait appel a la conjugaison, vue ci-dessous. ..
prolongent celles de R et suivent les mémes regles de ) ; ; ;
calcul ; Ex:.-=———=—-—=—=-i
; Alé l ix(=1) -z -1
e |l existe un élémenti de C tel que i2 = —1;
e Tout élément z de C s’écrit de maniére unique : 2.2. Conjuqué dlun complexe :
Zz = a + ib avec a, b réels. )

Soit z un nombre complexe, z =a + ib avec a,b réels. On appelle

conjugué de z le nombre complexe [Z = a — ib], (« z barre »).

, o zestréel = z=72.
z=7 & {b — b o zestimaginaire pur & z = —2.
o Pour tout complexe z, on a:

L’unicité de I’écriture s’écrit (pour z = a + ib,z' = a’' +ib"):

En particulier:z=0<a=b = 0.

C est I’ensemble des nombres complexes. Z=1z
o Avecz =a +ib(a,b reels): aestla partie réelle de z, notée Re(z), zXZ=a’+b?

b est la partie imaginaire de z, notée Im(z) (NB: Re(z) et Im(z)

sont des réels). La conjugaison est compatible avec les opérations : soient z,z" deux
o Sib=1Im(z) =0, alors z est un réel (les réels sont des complexes : complexes (z' # 0) et n un entier :

R c (C). 7 -, 7 = n 20
o L’écriture a + ib est I’écriture algébrique du nombre complexe z. Ztz=72+z ZXz =zX2 i =2z
o Sia = Re(z) = 0, alors z est un imaginaire pur (z = ib, b réel). N1 —< 3

(z)=3 Z)-=7
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2.3. Moduwle duwn complexe :

Pour tout nombre complexe z = a + ib avec a,b réels, on définit le
module de z par

|z| = a2 + b?

On a les propriétés suivantes :

zZ| =0 =z =

1z| = |Z] = |—z|
|z x Z'| = |z| x |Z'] |z™] = |z|™
1 1 z lz|
- =— |— =—,72 0
zl |z z'l|Z'|

2.4. Egquetion dw second deqré downs C :

L’équation ax? + bx + ¢ = 0 (a, b, c réels,a # 0) admet :
o deux solutions réeelles si son discriminant A est strictement positif,
o une solution « double » si A = 0,
o deux solutions complexes conjuguées si A < 0 :

—b — iV-A —b + iV-A
= Zo =

2a 12 2a

Z

Dans ce cas, le polynéme a coefficients réels se factorise dans C par :

az?+bz+c=a(z—z)(z— z)
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- Le plan complexe

3.1. Le plan complexe :

Le plan muni d’un repére orthonormal direct (0,u, ¥) est appelé plan
complexe :

o Soit z=a + ib un complexe. Le point M(a; b) est I’image du
complexe z, noté M(z).
o Soit M(x;y) un point du plan. Le nombre complexe z = x + iy

est I’affixe du point, notée z,,.
X

y
U(x + iy) etsi A(z,) et B(zp) alors AB (z5 — z,).

o L’axe des (Ox) est I’axe des réels, I’axe (Oy) est I’axe des
imaginaires purs.

o On définit de méme 1’affixe d’un vecteur : z_i( ) a pour affixe
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Sur lafigureci-dessus: zy, = 1,z =i,z = —-2+1i,zp = -1 —i.



3.2. Conjugaison :

Dans le plan complexe, un nombre complexe z et son conjugué z ont
pour images des points M (z) et M'(Z) symétriques par rapport a ’axe
réel.
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3.3. Moduwle ef arqument dun nombre complexe :

A tout point M du plan, on associe un couple de coordonnées cartésiennes
(a; b) et une affixe z = a + ib.

Mais M, distinct de I’origine, admet également un couple de coordonnées
polaires (r; 6) tel que :

r=0M =+/a? + b?
0 = (01,0M) [2n]

a=rcosfetb=rsinf

Donc z = r(cos @ + i sinB)
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Défindition: z un nombre complexe non nul, z = a + ib, (a ou b non nul)

e Un argument de z, noté argz, est n’importe quelle mesure exprimée en
radians de I’angle (O_I), W).

e Le module de z, noté |z|, est la longueur OM.

e L’écriture de z =r(cos@ + isinf) est la forme trigonométrique de z

avec r = |z| etargz = 0 (mod 2m).

Mz =1 (cos O + isin@) n’est une forme trigonométrique que si .

Rge :zestréelssiz=0ouargz = 0 (modulo )

z est imaginaire pur ssi argz = % (modulo )

Lien entre forme algébrigue et forme trigonométrigue :

= =1’2 2
a=rcos6 Izl =7 aa+b

cosf =—

b

b=rsin6 sing = 2

r

Ex :

is=1—i 7= L2 gL __ 2
oSlz—l—l.r—\/fetcose—ﬁ—z,sme— ="

d’ouf = —% [2m]. Donc z = \/f(cos (— %) + isin (— %))
e Siz=2 (cos (5?”) + isin (5?”) ) alors on trouve z = —V/3 + 1.

A sonoir : |i| = 1,arg(i) = %, |—i| = 1,arg(—i) = —g,
[1] =1,arg(1) =0,|-1| =1l,arg(—-1) ==



3.4. Propriétis des modudes et arqumenty :
e Quotient:

Pour tous nombres complexes z et z' non nuls, on a :
arg(zz') = argz + argz' [2m]

|z 2'| = |z] |2']

Déww : Soitz = r (cos@ +isinf) etz = r' (cosf' +isin@"). Alors:

zz' =rr'[(cosfcosf’ —sinBsinB") +i (cosOsinf’ + cosf'sinh)],
soitzz' =rr'(cos(6 +6") +isin(6 +8")).
On reconnait (comme r ' > 0) la forme trigonométrique de z z', d’ou |z 2’| =

rr' etarg(zz") = 6 + 6’ (modulo 2m).

Conséquence : pour tout nombre complexe z non nul et tout entiern on a:

|arg(z") = nargz|et||z"| = |Z|”|

Formule de Moivre : Pour tout entier n et tout réel 8, on a :

|(Cos 6 +isinf)™ = cos(nf) + isin(n9)|

e Quotient :

Pour tous nombres complexes z et z' non nuls, on a :

z

yA4

_ 2
2’|

arg (Zi,) =argz —argz [2m] et
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Déwn : Posons Z = 5 Alors z = Z 7z’ et d’aprés le paragraphe précédent,
argz = argZ + argz'donc argZ =argz — argz'. De méme pour les modules.

3.3. Lien anvee le plan complexe :

Soient A et B deux points distincts d’affixes respectives a et b.

AB = |b — a|
(Uf, E) =arg(h —a)

En particulier, si 4, B, C, D sont 4 points distincts d’affixes respectives a, b, ¢, d :

d —C —_— ——>
arg (m) = (4B, CD)

En effet :
(4B,CD) = —(01,4B) + (01,CD)
= —arg(b —a) +arg(d — c) =arg (g) .
En particulier, les vecteurs AB et CD sont colinéaires ssi arg (Z%Z) =0oum
. .d-c ,
ie si— est un réel.
b—a
AB et CD sont orthogonaux ssi arg (E) = + Zie si 2=< est un imaginaire
b—a -2 b—a

pur.



