Exercices d’Algorithmique au bac 2012

Antilles

EXERCICE 4 5 points
Pour les candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spécialité

Les cing questions sont indépendantes.

1. Dans un lycée donné, on sait que 55 % des éléeves sont des filles. On salt également
que 35% des filles et 30% des garcons déjeunent a la cantine.
On chotsit, au hasard, un éléve dulycée.
Quelle est 1a probabilité que cet éléve ne déjeune pas a la cantine ?

2. Une urne contient 10 jetons numérotés de 1 a 10, indiscernables au toucher. On tire
3 Jetons simultanément.
Combien de tirages différents peut-on falre contenant au moins un jeton a numéro
pair? 3.

3. Une variable aléatotre Y sult une lo! binomiale de paramétres 20 et %
Calculer Ia probabtlité que Y solt supérieure ou égale a 2. Donner une valeur appro-
chée du résultat 2 1072,

4. Un apparell ménager peut présenter aprés sa fabrication deux défauts.
On appelle Al'évenement «'apparell présente un défaut d’apparence » et F I'événe-
ment « I'apparell présente un défaut de fonctionnement u.
On suppose que les événements A et F sont Indépendants.
On salt que la probabilité que I'apparell présente un défaut d'apparence est égale a
0,02 et que la probabllité que I'apparell présente au moins 'un des deux défauts est
égale 30,069,
On cholsit au hasard un des apparells. Quelie est la probabilité que I'apparetl pré-
sente le défaut F?

On considére I'algorithme :

o

A et C sont des entiers naturels,

C prend la valeur 0

Répéter 9 fols

A prend une valeur aléatolre entiére entre 1 et 7.

StA>5alorsCprend lavaleurde C+ 1
Fin St

Fin répéter

Afficher C.

Dans I'expérience aléatolre simulée par I'algorithme précédent, on appelle X la va-
rlable aléatotre prenant la valeur C affichée.

Quelle lof suit la vartable X ? Préciser ses parameétres.

EXERCICE 4 5 points
Pour les candidats ayant sulvi I'enseignement de spéclalité

Les quatre questions sont indépendantes.

1. a. Vérifier que le couple (4: 6) est une solution de I'éguation

() 1ix-5y=14.

b. Déterminer tous les couples d’entiers relatifs (x: y) vérifiant I'équation (E).
2. a. Démontrer que, pour tout entfer naturel n,

2n o (mod 7).

b. Déterminer le reste de la division euclidienne de 20112%2 par 7.
3. On se place dans le plan complexe. Déterminer la nature et les éléments caractérts-

tiques de la transformation [ qui a tout point M d'affixe z assocle le point M d'affixe
Z telque:
3
Z= -2-(1 —-z+4-2L
4.

A A
5. On considére I'algorithme sulvant ol Em(;q—’ désigne la partie entlére de N

A et N sont des entlers naturels

Satstr A
N prend la valeur 1
Tantque N < VA
sthA_ Em‘ﬁ) = 0 alors Afficher N et X
N N N

N prend la valeur N + 1
Fin Tant que.

Quels résultats affiche cet algorithme pour A =127
Que donne cet algorithme dans le cas général?



Amérique du nord

EXERCICE 2 5 points

PARTIE A. Restitution organisée des connaissances
o BE
On rappelle que IEIPCOT = +o00.

In
Démontrer que lim o _
X—+00 X

0.

PARTIE B. In
On considere la fonction f définie sur [1; +oof par f(x)=x— —xx—)

On note ¢ sa courbe représentative dans un repére orthonormal [O. 7, 7)

1. Soit g la fonction définie sur [1; +oof par g(x) = x> — 1+ In(x).
Montrer que la fonction g est positive sur [1; +ool.

2. a. Montrer que, pour tout x de [1; +ool, f'(x) = %

b. En déduire le sens de variation de f sur[1; +ool.
c. Montrer que la droite 2 d'équation y = x est une asymptote a la courbe €.
d. Etudier la position de la courbe € par rapport a la droite 2.

3. Pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2, on note respectivement M;. et Ny les
points d'abscisse k de € et 2.

a. Montrer que, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2, la distance M;Ny
In(k
entre les points M. et N est donnée par MpN;. = %
b. Ecrire un algorithme déterminant le plus petit entier ko supérieur ou égal a 2 tel que

la distance M. Ny, soit inférieur ou égale 3 1072,

ASIE

EXERCICE 4 5 points
Commun a tous les candidats

1. On considere I'algorithme suivant :

Saisir un réel strictement positif non nul a
Entrée Saisir un réel strictemenl positif non nul b (b > a)
Saisir un entier naturel non nul N

Affecter a u la valeur a

Initialisation Affecter a v la valeur b

Affecter a n la valeur 0

TANTQUE n< N

Affecter a nla valeur n+1

a+b
Affecter a u la valeur 5

2
5 . | a? + b?
Traitement Affecter a v la valeur \/ 5

Affecter a a la valeur u
Affecter a b la valeur v
Sortie Afficher u, afficher v

Reproduire et compléter le tableau suivant, en faisant fonctionner cet algorithme
pour a=4,b =9etN = 2. Les valeurs successives de u et v seront arrondies au mil-

lieme.
n a b u v
0 4 9
1
2

Dans la suite, a et b sont deux réels tels que 0 < a < b.
On consideére les suites (1) et (1) définies par :
o= a,vg= bet, pour tout entier naturel n :

b >
U+ Vp R % d
et v, 1=\
3 n+ \ 5

Unsl =



- ] -

2. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: u, >0et
U, >0,

L2 2 Uy — U2
b. Démontrer que, pour tout entier naturel n: vy, - u;, =( 3 ) :

+1

En déduire que, pour tout entier naturel n, on a u, < v,.
3.  a. Démontrer que la suite (u,) est croissante,
b. Comparer v7_, et v;. En déduire le sens de variation de la suite ().
4. Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont convergentes.

PONDICHERY

EXERCICE 1 6 points
Commun a tous les candidats

Les deux parties sont indépendantes.
Partle A

Un groupe de 50 coureurs, portant des dossards numeérotés de 1 a 50, participe
a une course cycliste qui comprend 10 étapes, et au cours de laquelle aucun
abandon n'est constaté.

A la fin de chaque étape, un groupe de 5 coureurs est choisi au hasard pour su-
bir un contréle antidopage. Ces désignations de 5 coureurs a l'issue de chacune
des étapes sont indépendantes. Un méme coureur peut donc étre controle a
I'issue de plusieurs étapes.

1. Al'issue de chaque étape, combien peut-on former de groupes différents
de 5 coureurs?

2. On considere l'algorithme ci-dessous dans lequel :
— «rand(1, 50) » permet d’obtenir un nombre entier aléatoire appar-
tenant a l'intervalle [1; 50]
— I'écriture « x := y » désigne I'affectation d'une valeur y a une va-
riable x.

Variables a, b, c,d, e sont des variables du type entier
Initialisation | @:==0; b:=0;¢c:=0;d:=0;e:=0
Traitement | Tant que (@ = b) ou (a =c) ou (a=d) ou (a= e) ou
(b=c)ou(b=d)ou(b=e)ou{c=d) ou(c=e)ou
(d=e)
Deébut du tant que
a:=rand(1, 50); b:=rand(1, 50) ;
c:=rand(l, 50); d :=rand(1, 50) ;
= rand(1, 50)
Fin du tant que
Sortie Affichera, b,c,d,e

a. Parmi les ensembles de nombres suivants, lesquels ont pu étre ob-
tenus avec cet algorithme:

Ly=12;11;44; 2; 155 L; = i8,17,41,34,6};
Ly =112,17,23,17,50}; Ly = {45,19,43,21,18}?
b. Que permet de réaliser cet algorithme concernant la course cycliste ?



CENTRES ETRANGERS

EXERCICE 2 5 points

On considére la suite (1,,) définie pour n entier naturel non nul par:
1 2
Ii= f x"e™ dx.
0

1. (a) Soit g lafonction définie par g(x) = xe*.

Démontrer que la fonction G définie sur R par G(x) = %e‘z

(b) En déduire la valeur de 1.

(¢) Al'aide d’une intégration par parties, démontrer que, pour tout entier naturel n, supérieur ou égal
al,ona:

est une primitive sur R de la fonction g.

o s ]e n+1l
n+2 2 2

In.

(d) Calculer I et Is.
2. On considere I'algorithme suivant :

Initialisation | Affecter a n la valeur 1
. .. 1
Affecter a u la valeur Ee =%

Tantque n< 21
n+1

1
Affecter a u la valeur Ee— Tu

Affecter a n la valeur n+2
Sortie Afficher u

Quel terme de la suite (7,,) ontient-on en sortie de cet algorithme ?
3. (a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, I, = 0.
(b) Montrer que la suite (/) est décroissante.
(c) Endéduire que la suite (I,) est convergente. On note £ sa limite.

4. Dans cette question toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative méme non fructueuse, sera
prise en compte dans l'évaluation.
Déterminer la valeur de £.

POLYNESIE

EXERCICE 3 5 points

Partie A
On considére 'algorithme suivant :
Les variables sont le réel U et les entiers naturels k et N.

Entrée
Saisir le nombre entier naturel non nul
N.

Traitement
Affecter a U la valeur 0
Pour k allantdenoaN-1

Affecter a U la valeur 3U -2k +3
Fin pour

Sortle
Afficher U

Quel est I'affichage en sortie lorsque N =37

Partie B

On consideére la suite (in) définie par uo = 0 et, pour tout entier naturel n, un+1 = 3un—2n+3.
1. Calculer u et us.
2. (a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, uy = n.
(b) En déduire la limite de la suite (1,).
3. Démontrer que la suite (u,) est croissante.
4. Soit la suite (v,) définie, pour tout entier naturel o, par vy = up—n+1.
{a) Démontrer que la suite (vy) est une suite géométrique.
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, uy = 3"+ n-1.
5. Soit p un entier naturel non nul.

{a) Pourquoi peut-on affirmer qu'il existe au moins un entier nq tel que, pour tout 1 = ng, u, = 1072
On s’intéresse maintenant au plus petit entier ny,.

(b) Justifier que ng = 3p.
(c) Déterminer al'aide de la calculatrice cet entier ng pour la valeur p=3.

(d) Proposer un algorithme qui, pour une valeur de p donnée en entrée, affiche en sortie la valeur du
plus petit entier no tel que, pour tout 7= ng , on ait uy = 10,



METROPOLE

EXERCICE 3 6 points
Commun a tous les candidats

11 est posstble de traiter la partie Csans avoir traité la partie B.
PartieA
On désigne par [ la fonction définte sur I'intervalle {1 ; +oo| par

X

1
X) = ——+In|—|.
f x+1 x+1

1. Déterminer la limite de la fonction f en +co.
2. Démontrer que pour tout réel x de I'intervalle [1; +ool, f'(x} =

x{x+1)2°
Dresser le tableau de vartation de la fonction f.
3. En dédulre le signe de la fonction f sur I'intervalle [1; +ool.
PartieB
Solt (u.) 1a sulte définte pour tout entler strictement posiuf par
u,.=1+l+l+...+l-lnn.
2 3 n
1. On constdére I'algorithme sulvant :
Vartables : { et i sont des entiers naturels.
u est un réel.
Entrée : Demander a 'utilisateur la valeur de n.
Inftlalisation : Affecter a u la valeur 0.
Traltement ; Pour { varlantde 1 & n.
Affecter a ula valeur u + %
Sortle : Afficher u.

Donner la valeur exacte affichée par cet algorithme lorsque l'utilisateur entre la valeur n=3.

2. Recopler et compléter I'algorithme précédent afin qu'l affiche la valeur de u,, lorsque P'uttlisateur
entre la valeur de n.

3. Volct les résultats fournts par I'algorithme modifié, arrondisa 1077,

n 4 5 6 7 8 9 10 100 1000 | 1500 | 2000
u, | 0,697 | 0,674 | 0,658 | 0,647 | 0,638 | 0,632 | 0,626 | 0,582 | 0,578 | 0,578 | 0,577

A T'atde de ce tableau, formuler des conjectures sur le sens de varfation de la sulte (u,) et son
éventuelle convergence.

PartleC

Cette partle peut étre trattée indépendamment de la partie B.
Elle permet de démontrer les conjectures formulées a propos de la sulte {u,) telle que pour tout entler
strictement positif n,

1 1 1
Up=1+—+—+...+——Inn.
2 3 n

1. Démontrer que pour tout entler strictement positif n,

U —lUp= f(n)
ol f est la fonction définte dans la partfe A.
En dédulre le sens de variation de la sulte (u,).
2. a. Solt k un entler strictement positf.

LS
Justifier I'tnégallté f (—_ - l) dx=o.
k k x

kvll 1
Endédulroquef =dx<—:
S k

1
Démontrer I'tnégalité In(k + 1} -Ink < T (1).
b. Ecrire I'inégalité (1) en remplacant successlvement k par 1, 2, ..., n et démontrer que pour
tout entler strictement positif n,

1 R | 1
Sl —d =t t—
ln(n+l)\_l+2+3+ +"

¢. En dédulre que pour tout entier strictement positif n, u,, = 0.
3. Prouver que la sulte (u,) est convergente. On ne demande pas de calculer sa ltmite.



