TS 3 avril 2013

DS1 — Suites - Corrigé

Exercice 1 : (3 points)
Réciter le théoreme des gendarmes pour les suites. COURS !!

Exercice 2 : (7 points)

0
nt

Soit (u,,) définie sur N par {u

O IN

1. Démontrer par récurrence que cette suite est croissante.
2
e Onauy =g, doncuy > uy.

e  Partie hérédité :
On suppose que pour un certain entier naturel k, on a uy, < Ug4q.
3 2 3 2,
Alors=u, + =< =Upyq +-i€ Upyq < Ugyo-
4 9 4 9
Donc la propriété est héréditaire.

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, < 1.

e Onaug=1doncuyy < 1.
e Hérédité :

. . 3 2 3,2 . 35 N
On suppose que pour un certain entier naturel k, onauy < 1. Alors 2 Uk + 3 < " + 5 S0t Upeiq < 36 < 1.D’ol la
propriété est bien héréditaire.

3. Que peut-on en conclure sur la convergence de cette suite ?

Cette suite est croissante et majorée. D’apreés le théoréme de convergence monotone, elle est donc
convergente.

RQE : I'’énoncé ne demande pas de déterminer la valeur de la limite de la suite !

Exercice 3 : (12 points) On définit une suite (u,) paruy = 3 etu, 1 = %un —

N|w

. 7 3 .
1. Entracantles droites A: y = X et d : y = x, représenter les termes uq, U, et uz sur I'axe des

abscisses du repere ci-dessous.
Voir sur la copie.

2. On pose a présent pour tout entier naturel : v, = u,, — 2.
(a) Montrer que (v,,) est géométrique. Donner ses éléments caractéristiques.



. 7 3 7 7 7 7
Pour tout entier naturel n,ona v,.1 = Uy — 2 = ZUn =35~ 2= JUn—35= Z(u” —-2)= 2Vn

N . .7 .
D’ou (vy,) est géométrique de raison et de premier terme vy, = 1
(b) Déterminer alors I’expression de v,,puis celle de u,, en fonction de n.
7 n . 7 n
Onadoncv, = vyq™ = (Z) .Dovu, =v,+2= (Z) + 2.
(c) Donner le sens de variations de la suite (u,,) (récurrence inutile).

7\l 7\" 7\" (7 7\" 3
Onaupy —uU, = (Z) - (Z) = (Z) (Z - 1) = (Z) X D’ou uy41 — U, > 0 pour tout entire naturel n et

la suite (uy,) est donc croissante.
(d) Etudier alors la convergence de la suite (u,,).

U, = (Z)n + 2 OrZ > 1donc lim (Z)n = +4o0.D'ou lim u,, = 4o
n T \4 g notoo \4) ) notoo '

3. (a) Compléter I’algorithme ci-dessous pour qu’il affiche la plus petite valeur n telle que u,, > 100 :

Variables

u, N : nombres
Initialisations

N prend la valeur 0

u prend la valeur ......... S T
Début

Tant que ... u < 100.....ciriieenene

7
u prend la valeur ...... S U F e

N prend la valeur ............ N+1..
Fin tant que
Afficher .....N — 1.........

Fin

(b) A l'aide de la calculatrice, déterminer n.
En faisant tourner I’algo, ou a I'aide de la touche « ANS », on trouve ny = 6.
Exercice 4 : (8 points)
Dans chaque cas, dire si la proposition est Vraie ou fausse en justifiant votre réponse.

1. On considére une suite (u,,) strictement décroissante et minorée par 2.

Proposition 1 : la suite (u,,) converge vers 2.
1 . ‘o L .
Faux ! Contre-exemple : u,, = 3 + - est bien décroissante et minorée par 2, mais elle converge vers 3.

2. On pose pour tout entier naturel n :



n 2 k
n 3
k=0
Proposition 2 : la suite (S,,) converge vers 3.

n+1
Onapourtoutn:S, = % =3 (1 - (§)n+1>.

2 . 2\" N . .
Or=< 1donc lim (—) = 0.D'oU lim S, = 3. La proposition est donc vraie.
3 n—-+oo \3 n-+o

3. Proposition 3 : Toute suite bornée est convergente.

Faux : contre-exemple absolument indispensable : (—1)™ : bornée par 1 et —1 mais divergente.

s . 2
4. On considére une suite (u,,) de termes tous non nul et on pose v,, = — —_

n

Proposition 4 : Si (u,,) est divergente, alors (v,,) converge vers 0.

Faux car la suite (u,,) divergente n’admet pas nécessairement de limite. Cf contre-exemple avec u,, = (—=1)".



