Chapitre 4 : Liumitfey ef confinnifé Interprétotion gropiique :

I- Lumites : e Silimf(x) = £oo, alors la droite d’équation x = a est une asymptote verticale a Cy.
xX—a

e Ondit que la limite d’une fonction f est +co0 quand x tend vers +oo lorsque pour toute valeur
aussi grande choisie A, on peut trouver un réel x, tel que pour tout x > x, on ait f(x) > A. On
note lim f(x) = +oo.

X+—+00

o Si lirll f(x) = b,, alors la droite d’équation y = b est une asymptote horizontale a C¢, au
X—>1 0o

voisinage de l'infini.

Graphiquement, la courbe se rapproche indéfiniment de son asymptote sans jamais I'atteindre de

e Ondit que la limite d’'une fonction f est +o0 quand x tend vers un réel a lorsque pour toute facon définitive.
valeur aussi grande choisie A, on peut trouver un intervalle ouvert autour de a tel que pour tout
x dans cet intervalle, on ait f(x) > A. On note lim f(x) = +oo. Attention : Toutes les courbes représentatives de fonctions n’admettent pas forcément
x—a

d’asymptote (les paraboles par exemple).

e On dit que la limite d’une fonction f est { quand x tend vers +olorsque pour tout intervalle

l- Colewndy de Limites :

On désigne par a un réel, ou I'infini, { et {’ désignent des réels.

ouvert  aussi petit soit-il autour de £, on peut trouver un réel A tel que pour tout x > 4, on ait
f(x) €l.0nnote lim f(x) =L
X—+00

Fonction coxre Foncfion bnerse S
lim x2 = 400 .1 .1 lim f(x) = L L L +o0 —o0 +00
xX—+00 , lll_"_n ; = lim ; =0 x-a
. _ x—+00 X——00
xl—l’rpwx -t . lim g(x) = & +o0 —00 +o00 —o0 —o0
lim — = +o x-a
x—>0+316 .
lim = = —oo }lcl_r%[f(x) +g(x)] = L+l +o0 —o00 400 —00 Fl
x>0~ X
Fonction cube Fonction rocine corrie Produit
jlcl_rgf(x) = L <0 >0 { 400 —00 400
. 3 _ . .
AL ¥ =+ m V= oo lim g(x) = L too | 4o 0 0 —o0 | —oo
lim x3 = —o0 .
e lim[f(x) x g()] = | Ix{ — +o0 0 FI +00 —

!!! Dire que lim f(x) = +oo ne signifie pas nécessairement que la fonction f est croissante.
X+—+00
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Cos porfiendiery Réqles opérotoires :

Quotient
chigrtllf(x) = L { >0 0 0 0 +o0 o
)lci_r};llg(x) = {L#0 40 ot 0 L+0 400 ot o0
tim |29 = L 0 +oo | FI 0 0 +oo Fl
x~a|g(x) !

Limite de la composée de dewy fonetiony :

Soient deux fonctions f définie sur Df et g définie sur D,.
La fonction h = f o g est définie sur D = {x €D, gx)€E Df} parh(x) = fog(x) = f(g(x)).
DcD, — Df — R
g: x = g
f X — fX)
h=feg:x —————> g(f(x)
Thiéoréme : Soient trois fonctions f, g, h tellesque h = f o g.
a, b, £ désignent des réels ou l'infini.
Silimg(x) = betsilimf(x) = £alors limf o g(x) = *.
x-a x—b x-a

- Thioréimes de comporoison :
Ces trois théoremes sont donnés pour x tendant vers 400, mais restent vrais en —oo.

Théoréme 1 : lumitfe por minovation

Si pour x assez grand ona f(x) = u(x) et si :ngmu(x) = o0 alors xl_i)rfoof(x) = 400,

Thiéoréme 2 : Lumite por majorotion

Si pour x assez grand ona f(x) < u(x) etsi :xgrpoou(x) = —oo alors xEwa(x) = —o0,

Théovreme 3 : lumite por encadvement : dity « des gendormes > :

Si pour x assez grand ona v(x) < f(x) < u(x)etsi: xgr+noou(x) = xl_i)rlloov(x) = a, alors
lim f(x) =a.

X—+00
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o Lalimite d’un polynéme en l'infini est la limite de son terme de plus haut degré.
o Lalimite d’'une fonction rationnelle en l'infini est la limite du quotient de ses termes de
plus haut degré.

IV- Continumitt :
Dans tout le paragraphe, f est une fonction définie sur Dy et I un intervalle contenu dans Dy.

4.1. Définition :

o f estcontinue en un point a de [ si ylcin;llf(x) = f(a)|

o f estcontinue sur [ si elle est continue en tout point de 1.

Conséquence : d’apres les régles opératoires sur les limites, la somme, le produit, la composée de
deux fonctions continues sont également continues.

Contre-exemple, a connaitre : La fonction partie entiére.

Par convention, dans les tableaux de variations, les fleches obliques traduisent la continuité et la
stricte monotonie de la fonction sur I’intervalle considéré.

4.2. Contunumité dey fonetions wsmelles :

Thiéorime : (dém)

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel dans I. Si f est
dérivable en a alors f est continue en a.

111 La réciproque de cette propriété est fausse : contre-exemple, a connaitre.

> Les fonctions usuelles sont donc continues sur leur ensemble de définition.



4.3. Thiéiorime des volewrs infermédioines :
Thiéoréme :

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I et a et b deux réels dans I.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe un réel c compris entre a et b tel

que f(c) = k.

Covollaixe :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur [a; b] alors pour tout réel k
compris entre f(a) et f(b), I’équation f(x) = k a une solution unique.

Y

» Dans la rédaction de la solution a un probléme, une simple référence au tableau de
variation suffira pour justifier l’existence et ['unicité d’une solution d’une équation du type

f(x) =k.

» En particulier, si f est continue et strictement monotone sur [a; b] et si f(a)f(b) < 0, alors
I’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans [a; b].

Extersions dun covrollaire :
Lorsque f est une fonction continue et strictement monotone, le résultat du corollaire s’étend a un
intervalle quelconque (ouvert, semi-ouvert, borné ou non).
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