I- Nombre dérivé d’une fonction en un pointa:

a- Limite en zéro :

On considére un intervalle I ouvert contenant zéro et une fonction fdéfinie au moins sur I ou sur I — {0}.

RQE : La fonction f n’est donc pas nécessairement

o Si la fonction est définie en zéro la limite de f

définie en zéro !

en zéro est }lcin(l)f(x) = f(0).

o Si la fonction n’est pas définie en zéro : on considere (lorsqu’elle existe) la valeur € dont se rapprochent

les valeurs de f(x) lorsque x se rapproche de zéro. On dit alors que £ est la limite de la fonction fen zéro et

on note limf(x) = 4.
x—0

¢ En pratique, on obtient une assez bonne idée de la valeur de cette limite (lorsqu’elle existe) en calculant
les images par f de 0,1; 0,01 ;0,001 et-0,1;-0,01;-0,001...

1-5 3(x-2)%-12

Exemples : Déterminer les limites suivantes : a = lm(l) —3x+7,b= lolm— ¢ = lim————,
xX— xX—

. 3(x+2)%+5 . x3+2x?
d=11m(—,e=11m .
x—0 X x—-0 X

b- Taux d’accroissement d’une fonction :

Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert
I,eta,b deuxréelsdel.

On appelle taux d’accroissement de f entre a et
b le quotient :

f®) - f(@) _f@—f(b)
b—a B a—b>b

Rge : il s’agit du coefficient directeur de la droite
(AB), sécante a la courbe représentative de la
fonction f.

c- Nombre dérivé :

4—x2’ xX—0 x

fib)

fib) - f(a)

La fonction fest dite dérivable en a s’il existe un nombre réel m tel que :

1im £ (@
im

h—0

On appelle ce réel nombre

+h)—f(a)_m
- =

dérivé de f en a et on le note f'(a).

Il s’agit de la limite quand h tend vers zéro du taux

Rge : On peut aussi écrire

d’accroissement de la fonction entre a et a + h.

li

xX—-a

. f) = f(a)
mi~—’ I\

=f'(@)

X —a

D
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II- Tangente en un point a la courbe d’une fonction :

/Tangente afen a

Soit une fonction f dérivable en a. "'..I ’ ,,A"I
La courbe représentant fadmet au ¥
point d’abscisse a une tangente dont 3 .'7'7“‘
le coefficient directeur est f'(a). \ \ f(a:;’ | {/A

L’équation réduite de la tangente au : ]
point d’abscisse a est : "\.\ / |
\ f |

y=f'@kx-a)+f(a)

Dém : Soit une fonction f dérivable en a et soit A(a; f(a)) le point de la courbe de C; d’abscisse a et M un

point de Cr proche de A. Onadonc M(a + h; f(a + h)) pour un réel h proche de zéro.
foem)—f(xa) _ fla+h)—f(a)

XpM—XA h

Considérons la sécante (AM) a la courbe Cy. Son coefficient directeur est m =

Lorsque le point M se rapproche du point 4, alors h tend vers zéro. Donc m tend vers

limy,_,q M = f'(a). Le coefficient directeur de la tangente en a est donc f'(a).

OnadoncT:y = f'(a)x + p, ol p est 'ordonnée a l'origine de T. Or le point A est un point de Cf. Donc ses
coordonnées vérifient I'équationde T ie: y, = f'(a)x, + pie f(a) = af'(a) + p. D’oup = f(a) — af'(a).
Par suite, I'équation réduitede Testy = f'(a)x + f(a) —af'(a) = f'(a)(x — a) + f(a).

lll- Fonction dérivée :
a. Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle /. La fonction f est dite dérivable sur [ si elle est

dérivable en tout point de /.

b. Fonctions usuelles : On démontre les résultats suivants :

Fonction Ensemble de Dérivée Ensemble de
définition dérivabilité
fx) =k ey —
(k réel quelconque) R fix)=0 R
fx)=mx+p
(m, p réels R f'(x)=m R
quelconques)
fx) =x"
(n entier naturel non R f'(x) =nx™1 R
nul quelconque)
1
= 0; +oo "(x) =——= 0; +o0
f(x) =x [ [ f(x) e [ [
1 , 1
fx) =~ 105 +oof ffx) =—— 105 4oof
X X
1 -n * ! _ — n—-1 *
f(x)=x—n=x R f(x)——xn+1 nx R

1ereS | Chapitre 4 : dérivation

2013



IV- Opérations sur les fonctions dérivables :

o Lasomme, la différence, le produit et le quotient de deux fonctions u et v dérivables sur | est dérivable

(sous les conditions de définition) (les résultats suivants sont a savoir démontrer).

(u+v) =u +7v
(uwv) =u'v+uv

(kuw)' = ku'

n v
) =
(u)’ _ u'v—uv’

v v2

V- Variations d’une fonction dérivable :

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle .

e Si sa dérivée f' est strictement positive sur I sauf en un certain nombre de points ol elle s’annule,

alors f est strictement croissante sur .

e Si sa dérivée f' est strictement négative sur I sauf en un certain nombre de points ou elle s’annule,

alors f est strictement décroissante sur .

o Si f' est nulle sur I alors la fonction f est constante sur /.

VI- Extremum d’une fonction dérivable :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et x, un réel de I.

o Sipourtoutréel x del,ona f(x) < f(xg) alors f(xg) est le maximum de f sur I, atteint en x,.
o Sipourtoutréelx del,ona f(x) = f(xy) alors f(xy) est le minimum de f sur I, atteint en x,.

Lien avec la dérivée :

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et a un réel de I.
Si sa dérivée f' s’annule en a en changeant de signe alors f posséde un extremum en a.
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