
 

TS 2013         

DM - Irrationalité de   

Premier encadrement : On considère la fonction définie sur   par  ( )     (   ). 

1- a) Etudier les variations de  . En déduire que pour tout réel  ,               ( ) 

b) Démontrer alors que pour tout réel         
 

   
      ( ) 

2-   est un entier supérieur ou égal à 2. 

a) Démontrer à partir de (1) que (  
 

 
)
 

  . 

b) De même, démontrer à partir de (2) que   (  
 

 
)
   

 

On obtient donc l’encadrement : (  
 

 
)
 

   (  
 

 
)
   

( ) pour    . 

c) En déduire que      
    

(  
 

 
)
 

. 

Deuxième encadrement :   est un entier supérieur ou égal à 2,   et   des fonctions définies sur 

      par :  ( )     [  
 

  
 

  

  
   

  

  
] et  ( )   ( )      

  

  
. 

1- a) Etudier les variations de   et   sur      . 

b) En déduire que  ( )    et  ( )   . 

2- Démontrer alors que : 

  
 

  
 

 

  
   

 

  
     

 

  
 

 

  
   

 

  
 

 

  
  ( ) 

Irrationalité de   :  On suppose   rationnel, alors   
 

 
 avec     des entiers. 

1- En utilisant (4), prouver que     est encadré par deux entiers consécutifs    et     . 

2- a)  Prouver que si            
   

 
 est un entier. En déduire que     est impossible. 

b) En déduire que    , quel que soit l’entier  ,    . Conclure que   est irrationnel. 
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